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Os assuntos principais

• modelos de magnetismo

• propriedades de vórtices

• transição de fase via pares de vórtices

• efeitos de vacâncias (vagos na rede dos 
spins) nos vórtices e na transição de fase



um vortice

Wichita, KS



Materiais magnéticos

• elétron spins num átomo quer alinhar em pares: ↑↓
• S = spin do átomo = ∑ (spins sem pares)

• exemplo: átomos Fe, Co, Ni, Mn, Cr podem ter S≠0

• Material é  magnetizado quando muitos spins ficam 
alinhados, sendo um estado de baixa energia.

• Calor/temperatura diminui o alinhamento dos spins.



Modelos de 2D de plano fácil

• átomos com S>0,  situados numa rede regular

• spins ou de 2 componentes (rotor planar)  ou de 3 
componentes (XY,  Heisenberg)

• intercâmbio anisotrópico entre vizinhos,    spins 
preferem ficar dentro do plano fácil (xy)

• ferromagnets:       tendência de spins alinhados                     
antiferromagnets:  tendência de spins opostos

• transição de fase via núcleação de vórtices 
(Berezinskii-Kosterlitz-Thouless)        



modelo de Heisenberg com anisotropia

Hamiltoniana

parâmetro de 
anisotropia

0     ≤      λ     <    1
XY  -------------  isotropic

ângulos dos spins



Modelo de XY 
(λ=0)

 temperatura
muita baixa
T/J = 0.1

a fase de baixa 
temperatura, 

ordenada

ondas de spin 
longas



Modelo de XY 
(λ=0)

temperatura baixa
T/J = 0.5

ondas de spin 
longas e curtas



Modelo de XY 
(λ=0)

temperatura crítica
Tc / J = 0.7

desordem associado 
com núcleação de 

vórtices 

a transição de fase
acontece



Modelo de XY 
(λ=0)

 temperatura
alta

T/J = 0.9

densidade de 
vórtices subindo

alinhamento dos 
spins diminuindo

fase de alta 
temperatura, 
desordenada



vórtice
q=1

antivórtice
q=-1



Propriedades dos vórtices

• uma carga topológica integral:  q = ∳ dΦ/2π
• criados em +q/-q pares

• ângulo dos spins dentro do plano:

• energia  de um vórtice:    E ≈ π JS2q2 ln(R/a)  

• energia de um +q/-q par:  E ≈ π JS2q2 ln(d/a)

R=raio do sistema,   d=separação do par,   
a=constante da rede



Cálculos de estados de spins via

Relaxação para um estado mínimo local de energia:    

   campo efetivo dos vizinhos =

pn = 0/1  (sítio vazio/ocupado)

Escolha um estado inicial 
(por exemplo,  parecido com um vórtice).

Iteração:   Coloque cada spin da rede paralelo ao campo efetivo dos 
vizinhos, até não há mais mudanças no sistema.

Sn

Bn



Vórtice planar (λ=0.68)         (R=50a) 

estável só com λ < λc≈0.7 (anisotropia forte)

 (Sx, Sy) Sz



Vórtice fora do plano  (λ=0.9)      (R=50a)
estável só com λ > λc≈0.70 (anisotropia fraca)

(Sx,Sy) Sz



Mz do vórtice fora do plano

Mz

λ

λc≈0.7



vortex motion...
λ=0.95



• a energia fica menor.

• o valor critical,  λc≈0.7,                 
aumenta para λcv≈0.9545.

• vórtices planares ficam mais estáveis.

• o vórtice é atraído pela vacância.

• a carga de vórtice pode ser q = ±2.

Quais são as mudanças quando um 
vórtice localiza numa vacância?



Vórtice planar,  numa vacância   (λ=0.9)     (R=50a)
estável só com λ < λcv≈0.95 (anisotropia forte)

(Sx,Sy) Sz



Vórtice fora do plano,  numa vacância   (λ=0.98)
estável só com λ > λcv≈0.95 (anisotropia fraca)

(Sx,Sy) Sz



M=Mz, fora 

do plano, 

vórtice numa 
vacância,

redes 
hexagonal,
quadrada,
triangular

λcv≈0.9545



Energia de vórtices planares, sistema circular, λ=0

50

plaquette

vacância



Energia de vórtices fora do plano, λ=0.99

50



energia de ligação  de um vórtice numa vacância

ΔE = E(vórt. no plaquette) - E(vórt. na vacância)



potencial entre 
vacância e um 

vórtice

rvv = separação 

entre vórtice e 
vacância

a vacância atrai 
o vórtice



Vórtices de carga dupla, q=±2
Sempre localizados numa vacância.

λ=0.56, R=50a, q=2 fora do plano

 (Sx, Sy)  Sz



Relaxação de q=2,  λ=0.72, R=50a
q=2 é instável para λ>0.57

 (Sx, Sy)  Sz



P2: 
q=2 planar 
na vacância

O2: 
q=2 fora do plano 

na vacância

PP: 
dois q=1 planar

PO:
q=1 planar, na vacância 

q=1 fora do plano

OO:
dois q=1 fora do plano,

livre da vacância

q=2 estável



ΔE≈5.73J

ΔE≈3.18J

(rede quadrada)



Simulações de Monte Carlo

• sistemas L x L, condições de contorno periódica

• ρvac = densidade de vacâncias = 0 ou 0.16 

• mudanças dos spins via técnicas de Metropolis, 
over-relaxation, e Wolff cluster, todos juntos.

• localização de Tc = temperatura crítica, usando 

susceptibilidade dentro do plano (χ) e finite size 
scaling.



simulations.....



λ=0
@ Tc/J≈0.48

ρvac=0.16

pequeno 
número de 
vórtices de 

q=±1,
maioria ligados 
nas vacâncias



λ=0
@ T/J=0.85
ρvac=0.16

presença de 
vórtices de

q=±2





Quantidades calculados por spin:
(N=número dos sítios ocupados)

energia,                 e=E/N
calor específico,      c=C/N

parâmetro de ordem,  m*=M*/N

Fez médias com 300,000 passos de MC.

parâmetro
de 

ordem



Tc(0)Tc(0.16)



fdbl=

% vórtices
de q=±2

fpin=

% vórtices 
localizados 

nas vacâncias



finite size 
scaling

χ∝L2-η

η=1/4
@ T= Tc

localiza Tc 
usando sistemas 
de vários 
tamanhos
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ρvac=0

ρvac=0.16Tc/J

λ



susceptibilidade fora do plano fácil

ρvac=0

ρvac=0.16



Conclusões

• vórtices são atraídos pelas vacâncias.

• vórtices preferem formar nas vacâncias, de 
maior preferência, na forma planar.

• vórtices de carga q=±2 acontece ligados nas 
vacâncias.

• a presença de vacâncias facilita a transição de 
fase, igual ao modelo de rotor planar.

www.phys.ksu.edu/~wysin/
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